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нелинейные периодические пылевые звуковые волны произвольной амплитуды, которые могут
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования пылевой плазмы в Солнечной
системе в настоящее время представляют актуаль-
ность в связи с наличием накопленных в результате
космических миссий данных, развитием теорети-
ческих моделей, позволяющих исследовать подоб-
ные системы, а также в свете планируемых исследо-
ваний космического пространства. Пыль и пыле-
вая плазма являются важными объектами исследо-
вания вблизи поверхности Луны, Меркурия, спут-
ников Марса и других безатмосферных космиче-
ских тел [1–13], в атмосферах и магнитосферах пла-
нет [14–22], планетарных кольцах, в хвостах комет
[23–25] и межпланетном космическом простран-
стве. Плазма магнитосферы Сатурна исследовалась
впервые в рамках миссий Voyager 1 и Voyager 2
в 1980-х гг. Тогда были получены свидетельства
существования волн [26] в плазме магнитосфе-
ры Сатурна. Теоретические исследования ионно-
звуковых волн в магнитосфере Сатурна проводи-
лись в работе [27]. В ходе миссии Cassini [28, 29]
была обнаружена пылевая плазма в системе Са-
турна в окрестности его спутника Энцелада. Ис-
следования в рамках этой миссии указали также
на возможную причину ее появления –– космиче-
ский аппарат Cassini обнаружил фонтаны частиц
пыли и небольших частиц водяного льда (кото-
рые также могут трактоваться как пылевые части-

цы) высотой во многие сотни километров, бьющие
из четырех трещин в районе южного полюса Эн-
целада [30]. Было также обнаружено [26, 31, 32],
что в магнитосфере Сатурна одновременно при-
сутствуют два типа электронов –– горячие и холод-
ные, причем распределения электронов описыва-
ются каппа-распределениями [32].

Каппа-распределения типичны для магни-
тосфер планет. В бесстолкновительной магнито-
сферной плазме релаксация формирующих-
ся в результате ускорения и переноса функций
распределения частиц приводит первоначально
к каппа-распределениям и значительно позже
к близким к максвелловским распределениям
частиц (см., например, [33]). Формирование
каппа-распределений обусловлено существовани-
ем дальнодействующих корреляций в бесстолкно-
вительной магнитосферной плазме и действием
процессов турбулентного ускорения и турбулент-
ного переноса частиц.

В пылевой плазме с параметрами, соответству-
ющими условиям в магнитосфере Сатурна, могут
существовать нелинейные волны, в первую оче-
редь пылевые звуковые волны. Ранее была проде-
монстрирована возможность существования в этой
системе уединенных нелинейных пылевых звуко-
вых волн –– солитонов [14]. Было показано [17], что
в условиях магнитосферы Сатурна существуют ре-
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шения уравнения Захарова–Кузнецова, описыва-
ющие одномерные и трехмерные солитоны, так-
же было проведено двумерное описание запылен-
ной плазмы магнитосферы Сатруна [15], в результа-
те чего были получены решения уравнения Кадом-
цева–Петвиашвили в виде одномерных солитонов
и двумерных 𝑁-солитонов. В данной работе пред-
лагается рассмотрение нелинейных периодических
пылевых звуковых волн, при этом учитывается на-
личие двух типов электронов. Рассмотрение про-
водится для произвольных амплитуд нелинейных
волн, что важно с точки зрения возможности ин-
терпретации данных, которые могут быть получе-
ны в будущих миссиях.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Запишем основные уравнения для нелинейных

периодических пылевых звуковых волн в магнито-
сфере Сатурна. Будем рассматривать одномерные
возмущения вдоль координаты 𝑥. Пылевые зву-
ковые нелинейные волны описываются системой
уравнений [14], состоящей из уравнения Пуассо-
на для потенциала и уравнений, задающих концен-
трации плазменных компонент. Запишем уравне-
ние Пуассона в виде

𝜕2φ

𝜕𝑥2 = 4π𝑒 (𝑛𝑒 − 𝑛𝑖 − 𝑛𝑑𝑍𝑑) , (1)

где φ — самосогласованный потенциал в плазме,
𝑑𝑑(𝑖,𝑒) — концентрации пылевых частиц (ионов,
электронов), −𝑒 — заряд электрона, 𝑍𝑑 — заряд пы-
левой частицы, выраженный в количестве электро-
нов. Поскольку в магнитосфере Сатурна пыль мож-
но считать незамагниченной, для описания ее ди-
намики можно использовать уравнения непрерыв-
ности и Эйлера, представленные в следующем
виде:

𝜕𝑛𝑑

𝜕𝑡
+
𝜕 (𝑛𝑑𝑣𝑑)

𝜕𝑥
= 0, (2)

𝜕𝑣𝑑

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑑

𝜕𝑣𝑑

𝜕𝑥
= −

𝑒𝑍𝑑

𝑚𝑑

𝜕φ

𝜕𝑥
, (3)

где 𝑣𝑑 — направленная скорость пылевой частиц,
𝑚𝑑 — масса пылевой частицы.

На пылевых звуковых масштабах успевают
установиться распределения электронов и ионов.
Ионы подчиняются распределению Больцмана

𝑛𝑖 = 𝑛𝑖0𝑒
−𝑒φ/𝑇𝑖 , (4)

где 𝑖 — температура ионов, выраженная в энергети-
ческих единицах, а индексом “0” здесь и далее бу-
дем обозначать невозмущенные состояния. Необ-
ходимо учесть, что в плазме магнитосферы Сатурна
существуют два типа электронов — холодные с кон-
центрацией 𝑛𝑒,𝑐 и горячие с концентрацией 𝑛𝑒,ℎ,
причем

𝑛𝑒 = 𝑛𝑒,𝑐 + 𝑛𝑒,ℎ. (5)

Электроны обоих типов подчиняются каппа-
распределениям [34]

𝑛𝑒,𝑐 = 𝑛𝑒,𝑐0 (1 −
1

κ𝑐 − 3/2
𝑒φ

𝑇𝑒𝑐
)

−κ𝑐+1/2
, (6)

𝑛𝑒,ℎ = 𝑛𝑒,ℎ0 (1 −
1

κℎ − 3/2
𝑒φ

𝑇𝑒ℎ
)

−κℎ+1/2
, (7)

где 𝑇𝑒𝑐(ℎ) — температура холодных (горячих) элек-
тронов, выраженная в энергетических единицах,
κ𝑐(ℎ) — параметр каппа-распределения холодных
(горячих) электронов, причем κ𝑐(ℎ) > 3/2.

Условие квазинейтральности для невозмущен-
ных значений концентраций имеет вид

𝑛𝑖0 + 𝑍𝑑𝑛𝑑0 = 𝑛𝑒,𝑐0 + 𝑛𝑒,ℎ0 = 𝑛𝑒0. (8)
Введем для удобства коэффициент соотношения
между концентрациями холодных и горячих элек-
тронов α. Тогда имеем

𝑛𝑒,𝑐0 = α (𝑛𝑖0 + 𝑍𝑑𝑛𝑑0) ,

𝑛𝑒,ℎ0 = (1 − α) (𝑛𝑖0 + 𝑍𝑑𝑛𝑑0) .
(9)

Характерные временные масштабы пылевых зву-
ковых волн существенно превышают характерное
время изменения заряда пылевых частиц [35], т. е.
пылевые звуковые волны достаточно медленные
и заряды пылевых частиц успевают подстраивать-
ся под параметры плазмы. Далее, для простоты рас-
сматриваем области в магнитосфере Сатурна, в ко-
торых фототок пренебрежимо мал по сравнению
с каким-либо из микроскопических токов электро-
нов и ионов на пылевую частицу, что легко реали-
зуется, например, в областях магнитосферы, зате-
ненных от солнечного излучения Сатурном. Таким
образом, заряды пылевых частиц могут быть опре-
делены из баланса токов электронов и ионов на по-
верхность частицы

𝐼𝑒 (𝑍𝑑) + 𝐼𝑖 (𝑍𝑑) = 0. (10)
Микроскопические токи холодных (горячих) элек-
тронов на поверхность пылевой частицы определя-
ются выражением [36]

𝐼𝑒,𝑐(ℎ) (𝑍𝑑) = 2
√
π𝑎2𝑒𝑛𝑒0,𝑐(ℎ)

(κ𝑐(ℎ) − 3/2)1/2

𝑘𝑐(ℎ) (κ𝑐(ℎ) − 1)
×

×
Γ (κ𝑐(ℎ) + 1)

Γ (κ𝑐(ℎ) − 1/2)

¿
Á
ÁÀ

𝑇𝑒,𝑐(ℎ)

𝑚𝑒

×

×
⎛

⎝
1 − 1

κ𝑐(ℎ) − 3/2
𝑒2𝑍𝑑

𝑎𝑇𝑒,𝑐(ℎ)

⎞

⎠

−κ𝑐(ℎ)+1

,

(11)

а ток ионов равен [32]

𝐼𝑖 (𝑍𝑑) = 4π𝑎2𝑒𝑛𝑖0

¿
Á
ÁÀ

𝑇𝑖

2π𝑚𝑖

⎛

⎝
1 −

𝑒2𝑍𝑑

𝑎𝑇𝑖

⎞

⎠
, (12)

где 𝑎 — размер пылевой частицы, 𝑚𝑒(𝑖) — масса
электрона (иона), Γ (κ𝑐(ℎ))— гамма-функция.
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В результате самосогласованного решения си-
стемы (10)–(12) при заданном значении 𝑛𝑖0 полу-
чим значения зарядовых чисел пылевых частиц 𝑍𝑑
и концентраций электронов𝑛𝑒0. На рис. 1 представ-
лены зависимости зарядовых чисел пылевых ча-
стиц и концентраций электронов от размеров пыли
для различных концентраций пылевых частиц.

3. НЕЛИНЕЙНЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ
Полученную систему (1)–(7) будем решать

с использованием метода сагдеевского потенциала.
При этом для получения волны, движущейся
с постоянной скоростью, перейдем в систему от-
счета, движущуюся в положительном направлении
вдоль оси 𝑂𝑋 со скоростью 𝑀: ξ = 𝑥 −𝑀𝑡. Решение
системы будем искать в безразмерном виде,
используя следующие безразмерные величины:

𝑒φ

𝑇𝑖
→ φ,

𝑀

𝐶𝑠𝑑
→ 𝑀,

ξ

λ𝐷𝑖

→ ξ,

𝐶𝑠𝑑 =

¿
Á
ÁÀ

𝑇𝑖

𝑚𝑑

, λ𝐷𝑖
=

√
𝑇𝑖

4
π𝑛𝑖0𝑒

2.

Для поиска нелинейных пылевых звуковых волн
в пылевой плазме в магнитосфере Сатурна систе-
му уравнений (1)–(7) в безразмерных переменных
можно представить в виде

1
2
(
𝑑φ

𝑑ξ
)

2
+ 𝑉(φ) = 𝐸, (13)
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Рис. 1. Зависимость зарядовых чисел 𝑍𝑑 (кривые 1–3)
и концентраций электронов 𝑛𝑒0 (кривые 1’–3’) от раз-
мера частицы 𝑛𝑑0, полученные при разных значениях
концентрации пылевых частиц 𝑛𝑑0: кривым 1, 1’ со-
ответствует 𝑛𝑑0 = 10−4 см−3, кривым 2, 2’ соответ-
ствует 𝑛𝑑0 = 10−3 см−3, кривым 3, 3’ соответствует
𝑛𝑑0 = 10−2 см−3. Расчеты проводились при 𝑇𝑖 = 100 К,
𝑇𝑒𝑐 = 10 эВ, 𝑇𝑒ℎ = 100 эВ, α = 1/2, κ𝑐 = κℎ = 2. Кон-
центрация электронов в отсутствие пыли составляла
10 см−3. Концентрация ионов удовлетворяла условию
квазинейтральности плазмы.

𝑉(φ) = 1 − 𝑒−φ + α (1 + 𝑍𝑑𝑑) τ𝑐 ×

× [1 − (1 − 1
κ𝑐 − 1.5

φ

τ𝑐
)

−κ𝑐+3/2
] +

+(1 − α) (1 + 𝑍𝑑𝑑) τℎ×

× [1 − (1 − 1
κℎ − 1.5

φ

τℎ
)

−κℎ+3/2
] +

+𝑑𝑀 (𝑀 −
√
𝑀2 − 2𝑍𝑑φ) ,

(14)

где 𝑑 = 𝑛𝑑0/𝑁𝑒0, τ𝑐(ℎ) = 𝑇𝑒𝑐(ℎ)/𝑇𝑖, 𝑉(φ)— сагдеевский
потенциал, а 𝐸 — некоторая константа. В частно-
сти, принимая𝐸 = 0, получим решение в виде уеди-
ненных волн. Для существования нелинейных пы-
левых звуковых структур необходимо, чтобы сагде-
евский потенциал имел локальный максимум при
φ = 0. В нашем случае это условие выполняется,
если

𝑀 ⩾ [𝑑𝑍2
𝑑
(1 +

(1 − α)(1 + 𝑍𝑑𝑑)
τℎ

κℎ − 0.5
κℎ − 1.5

+

+
α(1 + 𝑍𝑑𝑑)

τ𝑐

κ𝑐 − 0.5
κ𝑐 − 1.5

)

−1
]

1/2

.

(15)

Форма сагдеевского потенциала показана
на рис. 2а, в, 𝑉min — глубина потенциальной
ямы, образованной сагдеевским потенциалом. Для
нахождения решения в виде нелинейной периоди-
ческой волны φ(ξ) необходимо проинтегрировать
выражение, следующее из (13),(14):

ξ(φ) − ξ(φmin) =

φ∫
φmin

𝑑Φ

2(𝐸 − 𝑉(Φ))
, (16)

при этом φ пробегает значения от φmin до φmax,
где φmin и φmax — значения электростатического
потенциала, соответствующие точкам пересечения
функции 𝑉(φ) с горизонтальной прямой 𝑉 = 𝐸.

Для вычислений будем использовать сле-
дующие параметры: 𝑇𝑖 = 100 K, 𝑇𝑒𝑐 = 10 эВ,
𝑇𝑒ℎ = 700 эВ, α = 1/2, κℎ = κ𝑐 = 2 [27, 31, 32].
При этом предполагается, что концентрация
электронов в отсутствие пыли составляет 10 см−3,
а концентрация ионов удовлетворяет условию
квазинейтральности плазмы.

На рис. 2 расчеты проведены для 𝑛𝑑0 = 10−2 см−3

и 𝑀 = 40. На рис. 2a, в представлены сагдеевские
потенциалы 𝑉(φ), а на рис. 2б, г — нелинейные пе-
риодические волны φ(ξ). Рис. 2а, б соответствуют
размерам частиц 0.2 мкм, рис. 2в, г соответствуют
размерам частиц 2 мкм. Нелинейные волны 1 (б, г)
получены для значений 𝐸 = 10−3𝑉min, а нелинейные
волны 2 (б, г) соответствуют значениям 𝐸 = 𝑉min/2.

На рис. 3а, в представлены сагдеевские потен-
циалы 𝑉(φ) и на рис. 3б, г — нелинейные периоди-
ческие волны φ(ξ) для концентрации пылевых ча-
стиц 𝑛𝑑0 = 10−3 см−3 и 𝑀 = 100. При этом рис. 3а, б
соответствуют размерам частиц 0.2 мкм, рис. 3в, г
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Рис. 2. Сагдеевские потенциалы 𝑉(φ) (a, в) и нелинейные периодические волны φ(ξ) (б, г) для концентрации пыле-
вых частиц 𝑛𝑑0 = 10−2 см−3 и 𝑀 = 40. При этом (а, б) соответствуют размерам частиц 0.2 мкм, (в, г) соответствуют
размерам частиц 2 мкм. Нелинейные волны 1 (б, г) получены для значений 𝐸 = 10−3𝑉min, а нелинейные волны 2 (б, г)
соответствуют значениям 𝐸 = 𝑉min/2.

соответствуют размерам частиц 2 мкм. Нелиней-
ные волны 1 (2) на рис. 3б, г получены для значений
𝐸 = 10−3𝑉min, (𝐸 = 𝑉min/2).

На рис. 4а, в представлены сагдеевские потен-
циалы 𝑉(φ) и на рис. 4б, г — нелинейные периоди-
ческие волны φ(ξ) для концентрации пылевых ча-
стиц 𝑛𝑑0 = 10−4 см−3. При этом рис. 3а, б соответ-
ствуют размерам частиц 0.2 мкм и 𝑀 = 60, рис. 3в, г
соответствуют размерам частиц 2 мкм и 𝑀 = 300.
Нелинейные волны 1, 2 (б, г) получены для значе-
ний 𝐸 = 10−3𝑉min (𝐸 = 𝑉min/2).

Как видно из рис. 2–4, изменение свободно-
го параметра 𝐸 позволяет изменять период и ам-

плитуду нелинейных периодических пылевых зву-
ковых волн, с уменьшением 𝐸 увеличивается пе-
риод и амплитуда нелинейной волны. Характер-
ный период нелинейных периодических волн при
этом пробегает значения от нескольких величин
λ𝐷𝑖

(десятки сантиметров) до существенно больших
значений, соответствующих очень малым величи-
нам 𝐸. Аналогичная ситуация в атмосфере Зем-
ли была рассмотрена ранее [18], при этом обсуж-
дались возможные проявления нелинейных пери-
одических волн, доступные наблюдателю на по-
верхности Земли. Рассмотрение пылевых звуко-
вых волн в магнитосфере Сатурна проведено для
случая, когда фотоэффект несущественен и пыле-
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Рис. 3. Сагдеевские потенциалы𝑉(φ) (a, в) и нелинейные периодические волныφ(ξ) (б, г) для концентрации пылевых
частиц 𝑛𝑑0 = 10−3 см−3 и 𝑀 = 100. При этом (а, б) соответствуют размерам частиц 0.2 мкм, (в, г) соответствуют
размерам частиц 2 мкм. Нелинейные волны 1 (б, г) получены для значений 𝐸 = 10−3𝑉min, а нелинейные волны 2 (б, г)
соответствуют значениям 𝐸 = 𝑉min/2.

вые частицы приобретают отрицательные заряды
за счет большей подвижности электронов, неже-
ли ионов. Таким образом, во всей области опре-
деления амплитуды электростатического потенци-
ала нелинейных периодических пылевых звуковых
волн в магнитосфере Сатурна оказываются отри-
цательными. При этом их абсолютные значения
могут достигать значений порядка 𝑇𝑖/𝑒 (порядка
10−3 ед. СГСЭ), что указывает на возможность на-
блюдения данных волновых структур в будущих
космических миссиях.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе показана возможность распростра-

нения нелинейных периодических пылевых зву-
ковых волн в запыленной плазме магнитосферы

Сатурна, которая включает в себя горячие и хо-
лодные электроны, ионы магнитосферы и заря-
женные пылевые частицы. Амплитуды нелиней-
ных пылевых звуковых волн достигают доста-
точно больших значений и находятся в обла-
сти отрицательных потенциалов. Для того что-
бы можно было обеспечить возможность наблю-
дения нелинейных периодических пылевых звуко-
вых волн в магнитосфере Сатурна в будущих кос-
мических миссиях, необходимо оснастить косми-
ческий аппарат приборами, позволяющими с вы-
сокой точностью измерять электрические поля.
Примером может послужить аппаратура, разме-
щенная на космическом аппарате “Фрея” [37],
с помощью которой были проведены наблюде-
ния нижнегибридных солитонов в магнитосфере
Земли.
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Рис. 4. Сагдеевские потенциалы𝑉(φ) (a, в) и нелинейные периодические волныφ(ξ) (б, г) для концентрации пылевых
частиц𝑛𝑑0 = 10−4 см−3. При этом (а, б) соответствуют размерам частиц 0.2 мкм и𝑀 = 60, (в, г) соответствуют размерам
частиц 2 мкм и𝑀 = 300. Нелинейные волны 1 (б, г) получены для значений𝐸 = 10−3𝑉min, а нелинейные волны 2 (б, г)
соответствуют значениям 𝐸 = 𝑉min/2.
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NONLINEAR PERIODIC DUST ACOUSTIC WAVES
IN THE MAGNETOSPHERE OF SATURN
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A characteristic feature of the magnetosphere of Saturn is the presence of two types of electrons, hot and
cold ones, which obey kappa distributions. Electrons, magnetospheric ions, and dust particles, which
have been discovered within the Cassini mission, form a dusty plasma system in the magnetosphere of
Saturn. Nonlinear periodic dust acoustic waves of arbitrary amplitude, which can propagate in the dusty
magnetosphere of Saturn, are considered. The obtained results are important for the interpretation of future
space observations.

Keywords: dusty plasma, nonlinear dust acoustic waves, kappa distribution, magnetosphere of Saturn
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